INSTRUMENTOS  DE  MEDIDAS


2. MEDIDAS e erros:

2.1 Introdução:


Um processo de medição de uma grandeza sempre envolve a obtenção do valor do mensurando e o erro associado para que a medida possa fazer sentido. O erro associado está ligado ao método empregado para realizar a medida. Compreenda-se  que estão embutidos no método os equipamentos empregados, o ambiente onde foi feito o ensaio e o modelo físico associado à medida, entre outros fatores.


A questão do modelo  tem papel essencial no processo de medida, porque toda grandeza física é sempre definida por meio de um modelo para o fenômeno em consideração. Uma vez que um modelo consistente tenha sido claramente formulado, pode-se admitir que a grandeza física definida pelo modelo tem um valor verdadeiro bem definido. Entretanto, a questão de validade ou adequação do modelo adotado é um problema mais complicado, que não se restringe apenas ao âmbito do método empregado na medição. Por outro lado, a medida e o erro associado pode ser de grande ajuda na comparação entre diferentes modelos que descrevam um mesmo fenômeno físico. O valor verdadeiro de uma grandeza física experimental é, evidentemente, o objetivo final de um processo de medição. Por isso, às vezes, é também chamado de valor alvo. Tomemos como exemplo, a medida do tamanho de uma bolinha de vidro. O problema parece bastante simples à primeira vista, bastando medir o diâmetro da bolinha com um paquímetro ou com um micrômetro. Entretanto, algumas medidas mostrarão que uma bolinha de vidro comum é ovalizada e apresenta outras irregularidades na superfície. Um modelo simples e óbvio para a bolinha é considerá-la uma esfera perfeita com diâmetro D. Uma vez que este modelo tenha sido adotado, pode-se dizer que o diâmetro tem um valor verdadeiro bem definido. Como a bolinha apresenta ovalização e outras imperfeições que agora serão encaradas, sob o ponto de vista do nosso modelo, como erros na medida, vamos tomar como valor do mensurando, a média dos diâmetros da bolinha em diferentes direções. Este modelo intuitivo é satisfatório para a determinação do tamanho da bola, o comprimento de sua esfera e para a grande maioria de outros objetivos. Entretanto, se a motivação da medida é obter a área da bolinha, então o melhor procedimento é definir como diâmetro D como a raiz quadrada da média dos quadrados dos diâmetros nas diferentes direções, minimizando assim a influência dos erros dos diâmetros medidos. De maneira análoga, se o objetivo é obter a volume da bolinha, o melhor procedimento é definir como diâmetro D a raiz cúbica da média dos cubos dos diâmetros. Todavia, estes procedimentos dificilmente são necessários na prática, exceto se a bolinha apresentar irregularidades ou deformações muito grandes. Um outro modelo possível, consiste em descrever a bolinha de vidro como um elipsóide. Neste caso, o tamanho da bolinha seria dado pêlos 3 semi-eixos do elipsóide. Este modelo seria capaz de descrever melhor a ovalização da bolinha. Entretanto, ele é bem mais complicado e dificilmente haveria necessidade de utilizá-lo.


Este exemplo mostra que diferentes modelos podem ser formulados. Qual deles é o mais adequado é uma questão que não tem resposta imediata, pois depende dos objetivos da medida. O exemplo mostra também a necessidade de formular um modelo para o fenômeno físico que defina perfeitamente a grandeza mesmo em casos mais simples. No exemplo, a palavra diâmetro não tem significado se não existir um modelo definindo o que é diâmetro.


Como pôde ser observado para o modelo, a ambiente também pode em muitos casos ter influência marcante no processo de medição. O sistema , objeto da realização da medida, está imerso no ambiente que o circunda. Portanto, sua influência será mais marcante quanto maior for sua interferência nas variáveis dos componentes deste sistema. Pode-se entender como exemplos imediatos, a dilatação em um paquímetro ou o drift nos instrumentos eletrônicos causados pela temperatura.


Vamos atentar agora para o que poderia ser entendido como definição de erro.



,

onde VR seria o valor verdadeiro da grandeza, VM o valor medido e (V o erro associado à medida.

O valor medido é o resultado da medição; portanto é conhecido. Entretanto, o erro associado que depende de todos os fatores já mencionados, normalmente não é conhecido. Por conseguinte, o valor verdadeiro nunca será plenamente determinado. Cabe então, a quem realiza a medida, minimizar o erro associado, utilizando o método mais adequado possível ou viável e aplicar os resultados da teoria de erros de forma a estimar a amplitude das incertezas residuais que não puderam ser minimizadas.

2.2 Tipos de Erro:


Geralmente, ocorrem diversos tipos de erros durante uma medição. A partir de seu conhecimento, pode-se adotar procedimentos de forma a evita-los ou pelo menos minimiza-los, ao determinar o método mais adequado para a realização da medida. Para facilitar o estudo, dividiremos os erros em três classes: erros grosseiros, erros sistemáticos e erros aleatórios ou estatísticos.

2.2.1 Erros grosseiros:


Erros grosseiros, também chamados erros ilegítimos, não são erros do ponto de vista da teoria de erros. São enganos que acontecem na medição ou nos cálculos, ou utilização inadequada de instrumentos. Erros de leitura podem ocorrer em instrumentos analógicos pelo problema da paralaxe ou mesmo falta de atenção. Por exemplo, se para uma tensão V = 37, 3 volts, o observador fez leitura ou anotou V = 33, 3 volts, isto constitui erro grosseiro. Um outro exemplo, seria a medição de uma tensão em um circuito com um instrumento com impedância da mesma ordem da impedância do ponto onde é feita a medida. Isto geraria um carregamento no circuito que mudaria as suas condições de operação normal , produzindo um valor falso para o mensurando. Quando existir qualquer suspeita de erro grosseiro em alguma leitura de instrumento, esta leitura deve ser repetida, se possível, ou, em alguns casos, eliminada do conjunto de dados. Existem critérios estatísticos para a rejeição de resultados de medições. Eventualmente, podem ocorrer enganos na medida ou nos cálculos. Entretanto, é inadmissível apresentar resultados que contenham erros grosseiros. Para evitar erros grosseiros, as regras básicas consistem em repetir medições e conferir cuidadosamente os cálculos, além de analisar criteriosamente a consistência dos resultados experimentais, com base em métodos estatísticos e outros métodos.

A título de exemplo do cuidado que se deve ter ao tratar os considerados erros grosseiros, suponha-se que a curva de resposta de freqüência de um circuito desconhecido tenha sido levantada por amostragem em diversas freqüências, e os resultados obtidos estão descritos no gráfico a seguir:
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Figura 2.1 - Circuito de Teste e sua Curva de Reposta de Freqüência.

Como se pode observar, o dado correspondente à freqüência f5 tem um valor muito discrepante dos outros. Ademais, foge bastante do modelo preestabelecido da resposta de freqüência plana dentro da faixa do operação do circuito.  A primeira vista tratar-se-ia de um erro grosseiro de medida. Talvez uma troca de algarismos por exemplo. Todavia, se as medidas em torno do ponto discrepante forem refeitas com mais precisão em torno do ponto, irá se descobrir que se trata de um ponto de ressonância no meio de banda do circuito e não um erro grosseiro como se podia pensar a princípio.
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Figura 2.2 - Curva de Reposta de Freqüência corrigida.

Este exemplo retrata o cuidado que se deve ter ao analisar-se os dados resultantes de uma medida. O que pode ser considerado como erro pode estar encobrindo uma escolha imprópria do método.

2.2.2 Erros Sistemáticos:


A característica principal do erro sistemático é sua repetibilidade. Isto é, quando existe somente erro sistemático, os resultados obtidos da repetição de um processo de medição; são iguais e a sua diferença para o valor verdadeiro é sempre a mesma. Assim, resulta que o efeito de um erro sistemático não pode ser avaliado simplesmente repetindo medições. Por isso, a incerteza relativa aos erros sistemáticos é, em geral, bem mais difícil de ser avaliada que a incerteza gerada por fatores estatísticos. Erros sistemáticos podem ter causas muito diversas e geralmente se enquadram em um dos tipos definidos a seguir.

2.2.2.1 Erros Sistemáticos Instrumentais


Erro sistemático instrumental é erro que resulta da calibração do instrumento de medição. Além do erro na calibração inicial do instrumento, deve ser observado que a calibração pode se alterar em função de diversos fatores, tais como temperatura, alteração das características dos materiais e componentes, desgaste de partes móveis e outros. Por exemplo, um multímetro comum apresenta erro sistemático que depende da qualidade de seus componentes. Não basta que ele seja fabricado com calibração muito boa. O multímetro deve também ser construído com materiais de grande estabilidade, de forma que a calibração não se altere ao longo do tempo e não dependa de fatores tais como temperatura, tensões excessivas e outros. Em medições usuais, esses erros sistemáticos instrumentais podem ser reduzidos ou praticamente eliminados, por meio de recalibração ou nova aferição do instrumento de medida e correção dos resultados. Entretanto, pode ocorrer que isto seja difícil ou dispendioso, na prática, tornando inviável qualquer recalibração ou correção de resultados. Em certos casos, erros sistemáticos podem ser eliminados por meio de procedimentos engenhosos. Por exemplo, o erro sistemático devido a braços diferentes de uma balança, pode ser eliminado repetindo-se a medição da massa em pratos invertidos e extraindo a média geométrica dos resultados. Às vezes, uma técnica semelhante pode ser usada em medições elétricas em que se deseja obter a razão entre duas tensões, a partir da medida de cada tensão por cada instrumento.


Os erros sistemáticos instrumentais ainda podem ser classificados em estáticos e dinâmicos. Os erros estáticos são causados por limitações do equipamento de medida ou por leis físicas governando o seu comportamento. O atrito mecânico que existe nos mancais das varias partes moveis do galvanômetro podem levar a leituras incorretas, para mais ou para menos, dependendo da direção do movimento do ponteiro. O desgaste da mola pode levar a uma não-linearidade na sua constante de elasticidade e portanto, a medidas com desvio. Esses são dois exemplos de erros estáticos causados por limitações no instrumento devido a processos físicos que estão sempre presentes nos seus componentes.

Os erros dinâmicos são causados pela incapacidade de resposta do instrumento às variações mais rápidas da variável que está sendo medida.  Um instrumento que meça um sinal com diversas harmônicas, por não ter capacidade de responder àquelas de freqüências mais altas, pode falsear o valor final do mensurando.

2.2.2.2 Erros Sistemáticos Ambientais


Erro sistemático ambiental é o erro devido a efeitos do ambiente sobre a experiência. Fatores ambientais como temperatura, pressão, umidade, aceleração da gravidade, campo magnético terrestre, luz, ruídos eletromagnéticos e outros podem introduzir erro nos resultados de uma medição. Por exemplo, numa experiência para medir o campo magnético de uma amostra, o instrumento de medição indica o campo magnético total, que é a superposição do campo da amostra e do campo magnético local da terra. O resultado de uma simples medição tem erro sistemático ambiental. Erros sistemáticos ambientais também podem, em geral, ser reduzidos ou praticamente eliminados se as condições ambientais forem bem conhecidas e, de preferência, controladas. No exemplo acima, se o campo magnético ambiental no laboratório é conhecido, o erro sistemático ambiental pode ser eliminado, corrigindo o resultado final. Seria trabalhoso e desnecessário eliminar o campo magnético ambiental. Entretanto, alguns fatores ambientais como temperatura, humildade, luminosidade, pressão e outros fatores podem ser controlados, além de serem medidos. Em qualquer processo de medição, é boa prática experimental registrar todas as grandezas ambientais, que possam influir na medição. Assim, deveriam ser sempre registradas as condições do ambiente, tais como temperatura, pressão, humildade, luminosidade, vibração, campo magnético, ruído eletromagnético, radiação nuclear de fundo e outros fatores, quando possam ter qualquer relação com a medição. 

2.2.2.3 Erros Sistemáticos Observacionais


Erro sistemático observacional é um erro sistemático devido a pequenas falhas de procedimento ou limitações do próprio observador. Disparar um cronômetro sempre atrasado na medição de tempo é um exemplo deste tipo de erro. Erro deste tipo pode ser reduzido seguindo-se cuidadosamente os procedimentos corretos para uso dos instrumentos. Entretanto, mesmo que os procedimentos corretos sejam escrupulosamente seguidos, ainda poderá existir erro sistemático devido às limitações humanas. O tempo típico de reação do ser humano a um estímulo é da ordem de aproximadamente 0,1s. Assim, um resultado obtido com cronômetro acionado manualmente pode apresentar erro sistemático desta ordem de grandeza. Analogamente, a resolução típica do olho humano normal é da ordem de 0,008 ( ou 0,00014 rd. Isto significa que o olho humano pode distinguir 2 pontos separados de 0,14 mm a 1 m de distância. Esta resolução é muito melhor que a necessária para realizar leituras muito precisas em escalas de instrumentos e, em geral, não resulta em erro significativo, no caso de procedimento cuidadoso. 

2.2.2.4 Erros Sistemáticos Teóricos e outros:


Erro teórico é erro que resulta do uso de fórmulas teóricas aproximadas para obtenção dos resultados. Na realização de uma experiência, geralmente é necessário utilizar um modelo para o fenômeno físico em questão. Conforme o modelo adotado, as fórmulas teóricas podem não ser suficientemente exatas. Os resultados obtidos por meio destas fórmulas terão erro que é sistemático, em geral. Tome-se por exemplo, a realização de uma medição da aceleração da gravidade g por meio de uma experiência de queda livre. Quando se despreza a resistência do ar, a velocidade V em função do tempo t é dada por V = g(t. O valor de g que se obtém usando esta fórmula, é menor do que o valor que seria obtido usando um modelo que considere o efeito da resistência do ar. Assim, o valor de g obtido por esta fórmula tem erro sistemático teórico, devido ao uso de um modelo físico um pouco inadequado. Um outro tipo de erro sistemático comum é o erro devido à utilização de grandezas físicas com erros significativos. Por exemplo, numa determinada medição, é necessário conhecer o valor da aceleração da gravidade local, que tem um certo erro. Um erro sistemático deste tipo ocorreu na famosa experiência de Millikan, em 1916, para determinação da carga do elétron. O valor encontrado por Millikan era 0,6 % menor, porque o valor usado nos cálculos para a viscosidade do ar era um pouco incorreto. Este erro sistemático foi corrigido 16 anos mais tarde. Em geral, erros sistemáticos teóricos ou devidos a erros em constantes podem ser reduzidos ou praticamente eliminados utilizando-se modelos físicos, fórmulas e valores para as constantes suficientemente exatos para o fenômeno em questão. Entretanto, pode ocorrer que não sejam disponíveis modelos e fórmulas mais adequadas ou valores melhores para as constantes. Também pode ocorrer que os erros das medições não sejam suficientemente pequenos para justificar o uso de um modelo melhor. 

2.2.2.5 Incertezas Sistemáticas Residuais


Em geral, os erros sistemáticos podem ser reduzidos ou podem ser feitas correções aos resultados finais da medição. Na prática, pode ocorrer que isto seja dispendioso ou complicado ou simplesmente, desnecessário em vista dos objetivos da medição. Erros sistemáticos de qualquer tipo, que não possam ser reduzidos a um valor baixo ou para os quais não seja possível fazer correções são chamados erros sistemáticos residuais. As incertezas correspondentes aos erros sistemáticos residuais podem ser denominadas incertezas sistemáticas residuais.

2.2.3. Erros Estatísticos:

Erros estatísticos (ou aleatórios) resultam de variações aleatórias no resultado da medição, devido a fatores que não podem ser controlados ou que, por qualquer motivo, não o são. Em geral, estas variações se devem somente ao processo de medida, mas em certos casos, as variações aleatórias são intrínsecas do próprio mensurando. Por exemplo, na medição de massa com uma balança, correntes de ar ou vibrações (fatores aleatórios) podem introduzir erro estatístico na medição. Mas, estes erros podem ser reduzidos ou praticamente eliminados colocando-se a balança em uma mesa a prova de vibrações e protegendo-se a balança em uma caixa de vidro ou mesmo em vácuo quando se deseja alta precisão. Se, em certos casos o erro estatístico pode ser reduzido ou praticamente eliminado, em outros casos isto não é possível. Por exemplo, o número de desintegrações que ocorre em 1 minuto em uma amostra de material radiativo é uma quantidade que varia aleatoriamente em torno de um valor médio, conforme uma distribuição
 de Poisson. Se o mensurando é o valor médio e cada medição tem erro estatístico intrínseco, o erro só pode ser reduzido repetindo-se muitas vezes a medição para melhorar a precisão do valor médio. A expressão erro praticamente eliminado significa erro que foi reduzido de forma a se tornar muito menor que os demais erros envolvidos na medição. Em geral, um erro não pode ser eliminado, mas apenas reduzido. Erros estatísticos podem ser reduzidos, eliminando ou reduzindo os fatores aleatórios que interferem no processo de medição. Quando isto não é possível, uma solução para reduzir os erros estatísticos consiste em repetir muitas vezes a medição, uma vez que o valor médio de um grande número de resultados tem erro estatístico menor. Além disso, este procedimento de repetir medidas permite avaliar a incerteza estatística no resultado final, a partir da própria flutuação estatística que ocorre nos diferentes resultados.

2.3 Conceitos de PROBABILIDADE e ESTATÍSTICA:


Para que possamos estudar o erro estatístico, se faz necessário o conhecimento de alguns conceitos de probabilidade e estatística. Nos tópicos a seguir esses conceitos serão apresentados.

2.3.1 Conceito de Evento:


Eventos são os diferentes resultados que podem ser obtidos de um experimento ou medição que envolve processos aleatórios. Esses eventos podem ter um espectro discreto como é o caso do lançamento de um dado. O conjunto dos eventos possíveis seria (1, 2, 3, 4, 5 e 6(. Diz-se então que o evento pode ser mapeado por uma variável discreta. O espectro também pode ser contínuo, como é o caso da medição do diâmetro da bolinha de gude. Nesse caso, o valor poderia ser qualquer um dentro de uma faixa. Assim, variável ligada ao evento é contínua. Pode-se ter eventos compostos que envolvam mais de uma variável e casos mistos com variáveis contínuas e discretas.

2.3.2 Conceitos em Variáveis Discretas:


Irão ser apresentados agora conceitos ligados a variáveis discretas, mas que serão estendidos posteriormente às variáveis contínuas.

2.3.2.1 Freqüência de Ocorrência:


Freqüência de ocorrência é o número de vezes que o valor de uma variável ( um dado evento) apareceu como resultado em conjunto de repetições de uma medição ou experiência.

Deve-se entender:


N(e1) ( freqüência de ocorrência do evento e1.


N(y1) ( freqüência de ocorrência do valor y1 da variável y.

Pode-se mostrar que se foram realizadas N repetições de um experimento onde são possíveis m eventos, ter-se-á:




A título de exemplo, podemos dizer que se um dado foi lançado 100 vezes ter-se ia:

N(1) + N(2) + N(3) + N(4) + N(5) + N(6) = 100, 

ou seja, o número de ocorrências de cada resultado é igual ao número total de ocorrências.

2.3.2.2 Freqüência Relativa:


A freqüência relativa é a razão entre o número de ocorrências de um dado resultado e o número total de ocorrências. Portanto, é igual à freqüência de ocorrência de um evento dividida pelo número total de repetições do experimento. Em termos matemáticos, ainda poderíamos definir:




Pode-se mostrar que se foram realizadas N repetições de um experimento onde são possíveis m eventos, ter-se-á:




2.3.2.3 Freqüência Percentual:


A freqüência percentual, F((ei), é igual à freqüência relativa multiplicada por 100. Trata-se, portanto, da freqüência relativa expressa em valores percentuais. Pode-se mostrar que, se foram realizadas N repetições de um experimento onde são possíveis m eventos, ter-se-á:




2.3.2.4 Conceito de Probabilidade:


A definição axiomática formal do que é probabilidade envolve uma formulação complexa envolvendo conjuntos. Aqui adotar-se-á definições mais operacionais.


A primeira definição envolve o processo clássico ou a priori. Se o resultado de um experimento pode ocorrer de M maneiras (todas equiprováveis) e deseja-se saber a probabilidade de um evento ei que corresponde a m diferentes resultados, o valor será dado pela relação




De uma outra maneira podemos dizer que a probabilidade é a razão entre o número de eventos  desejados ou favoráveis e o número total de eventos possíveis.


A segunda definição envolve o processo da freqüência relativa ou a posteriori. Nesse caso a probabilidade será dada pela relação




Como se pode notar esta definição permite obter de forma empírica, o valor da probabilidade. Isto torna esta definição muito útil quando o processo envolvido é muito complexo para que se possa obter a probabilidade a priori por considerações teóricas. Todavia, por esse método, a o valor probabilidade nunca será exatamente conhecido. Ter-se á melhores aproximações  à medida que o número de repetições do experimento aumenta. A título de ilustração vamos considerar a obtenção do número 4 no lançamento de um dado. Se fosse utilizada a definição a priori, obter-se-ia o valor exato, dado por:




Utilizando-se agora simulações por computador, podemos obter o valor da probabilidade repetindo o experimento por um número cada vez maior de vezes e observar como a freqüência relativa se aproxima cada vez mais do valor teórico.

Tabela 2.1 - Simulação de lançamento de dados

N
10
100
1000
10.000
100.000
1.000.000

N(4)
3
12
163
1698
16605
166753

F(4)
0,3
0,120
0,163
0,1698
0,1660
0,16675

2.3.2.5 Probabilidade de Eventos Compostos:


A probabilidade de que ocorra um evento, ek ou outro evento, ei será dada por:

P(ek ou ei ) = P(ek) + P(ei) 

O que se quer nesse caso, é que ocorra o evento ek ou o evento ei, como resultado da experiência
. Qualquer das possibilidades de resultado atende ao que se deseja. A título de ilustração, vamos supor que em um lançamento de dado, qualquer resultado 4 ou 6 atenda. Quais seriam as chances de sucesso?

Temos que P(4) = P(6) = 0,1666...  Logo, P(4 ou 6) = 0,1666... +0,1666...  = 0,2333...


Quando se deseja que ambos os eventos ocorram sempre ao mesmo tempo, ou seja, que aconteçam ek e ei; a probabilidade será dada por:

P(ek e ei ) = P(ek) ( P(ei) 

O que se quer nesse caso, é que ocorra o evento ek na primeira experiência, e o evento ei ocorra na segunda. A título de ilustração, vamos supor dois lançamentos de dado em que o resultado 4 no primeiro lançamento e 6 no segundo atenda. Quais seriam as chances de sucesso?

Temos que P(4) = P(6) = 0,1666...  Logo, P(4 e 6) = 0,1666...(0,1666... = 0,0277...


Até o momento, observou-se os fenômenos estatísticos sob um enfoque pontual, ou seja, desejava-se saber a chance de uma possibilidade, de um resultado acontecer e calculava-se sua probabilidade. Entretanto, existem casos em que é necessário que se conheça o processo como um todo. Utilizam-se então, funções para mapear a probabilidade por todo o processo.

2.3.2.6 Função Distribuição de Probabilidade:


Esta função descreve probabilidade em função da variável que mapeia os eventos. Para exemplificar, suponha-se que uma moeda seja lançada duas vezes e se deseja saber as probabilidades associadas a cada resultado. O conjunto de eventos possíveis e a variável X associada seriam:


ei ( ( coroa/coroa, cara/coroa, coroa/cara e cara/cara(

X ( ( ((   1   ((  ((((  2  (((((    (( 3 (((
Como podemos ver, o valor 2 da variável X engloba dois eventos que correspondem ao mesmo resultado. O gráfico da função probabilidade terá o seguinte aspecto:



Figura 2.3 - Função Probabilidade.

Ao observar-se o gráfico, pode-se ter idéia das chances de cada resultado possível em relação aos demais. Além disso, podemos expandir nosso conjunto de valores que a variável X pode assumir para qualquer número de -( a +(, pois fora dos três resultados possíveis o valor da probabilidade é zero.

2.3.2.6 Função de Distribuição Acumulada:


Esta função mapeia a probabilidade acontecimento de todos os valores da variável de -( até o valor do argumento da função. De outra forma, o valor de F(X), função de distribuição, será o valor da probabilidade de todos os resultados de -( até o valor de X.




Se tomarmos o exemplo anterior da moeda, a função distribuição acumulada terá o seguinte aspecto:




Figura 2.4 - Função Distribuição Acumulada.


Observe-se que para F(0,9) o valor da função é zero. Isto decorre de que entre -( e 0,9 nenhum evento é possível no experimento. Portanto, como a probabilidade de qualquer um deles acontecer é zero
, a soma total será também zero. Tome-se agora F(1,9). Neste intervalo, (-((1,9), existe o resultado possível X = 1, (coroa/coroa). Logo, a probabilidade  deste evento irá somar-se à dos outros. que é igual a zero5. Isto resulta em F(1,9) = 0,25. O valor de F(2,9) é 0,75 porque temos a soma de dois eventos possíveis (X = 1 e 2), a outros de probabilidade zero no intervalo5.


 A Função Distribuição Acumulada possui características matemáticas que são conseqüência de sua definição. É monótona crescente, pois como vai acumulando probabilidades à medida que X cresce, F(X) = P (-((X), e como não há probabilidade negativa, o valor de  F(X) sempre aumenta com X. O 

, pois nesse caso, já estarão incluídos todos os resultados possíveis para o experimento.

2.3.2 Conceitos em Variáveis Contínuas:


 No contínuo, a probabilidade normalmente é definida apenas para um intervalo de eventos, pois como existem infinitos eventos possíveis, a probabilidade de um único deles normalmente é zero. Por exemplo, a chance de achar, em um grande grupo de indivíduos, alguém com 1,735 m  de altura é praticamente nula. Entretanto, se adotamos uma faixa entre 1,730 e 1,740m, a probabilidade certamente terá um valor maior que zero. Desta forma, só faz sentido falar-se  na probabilidade entre um valor inicial XI de um  intervalo e o valor final desse intervalo XF.

2.3.2.1 Função Distribuição Acumulada:


A função distribuição acumulada para variáveis contínuas, da mesma forma que para as discretas, é a soma das probabilidades de ocorrência de todos os eventos relativos ao valor da variável de -( até X, o valor do argumento da função. Dessa forma, possui as mesmas características citadas para a função  em variável discreta, ou seja, é monótona crescente e tende para 1 quando a variável do argumento tende para +(. Para calcularmos a probabilidade no intervalo entre XI e XF, P(XI, XF) teremos:  P(XI,  XF) (P(XI(XF). Mas, P(XI(XF) = P(-(, XF) - P(-( , XI), ou seja, a probabilidade de todos os eventos de-( a XF subtraída da probabilidade de todos os eventos de -( a XI. Logo, P(XI(XF) = F(XF) - F(XI), pois da definição da função F(XF) - F(XI) = P(-(, XF) - P(-(, XI). Observa-se a seguir uma função densidade acumulada bastante utilizada.



Figura 2.5 - Função Distribuição Acumulada de Distribuição Gaussiana.

2.3.2.2 Função Densidade de Probabilidade:


A função densidade de probabilidade tem o objetivo de desempenhar, em variáveis contínuas, um papel semelhante a da função distribuição de probabilidade em variáveis discretas. Desta feita, só há sentido em falar de probabilidade em uma faixa de valores para a variável associada ao conjunto de eventos. Já se viu que a probabilidade de um único evento, em um conjunto infinito que é o contínuo, é zero. Assim, a função será definida como uma densidade de probabilidade como se verá a seguir.


Para estabelecer matematicamente a função densidade de probabilidade, utilizar-se-á a função distribuição acumulada como ponto de partida.

Seja a probabilidade de um intervalo de XI  a XF, P(XI,  XF).

Se fizermos XI tender a XF com o objetivo de obter P(XI), vamos chegar ao valor zero, pois sabe-se que, em variáveis contínuas, 




Entretanto, da definição de função distribuição acumulada tem-se a seguinte relação:

P(XI,XF) ( P(XI(XF) ( F(XF) - F(XI).

Se agora todos os termos dessa igualdade forem divididos pelo intervalo XF - XI, no termo à esquerda, teremos a razão entre a probabilidade em um faixa dividida por essa faixa. Em outras palavras, a densidade média de probabilidade na faixa. Fazendo XI tender a XF iremos obter a densidade de probabilidade no ponto XI. Todavia, à direita teremos a derivada de F(X) em relação a X.




Assim, a função densidade de probabilidade, G(X), é igual à derivada de F(X), em relação a X. Para a função distribuição de probabilidade de figura 2.5, a função G(X) assumirá o seguinte aspecto:



Figura 2.6 - Função Densidade de Probabilidade da função da figura 2.5.


A probabilidade da ocorrência de todos os eventos na faixa que vai de XI a XF será dada pela área subentendida pela curva e o eixo das abssissas no intervalo que vai de XI a XF ou ,em termos matemáticos, por:




O que se pode ter mais próximo da probabilidade de um ponto seria dP(X)(G(X)dX.


O número de funções que podem ser funções densidade de probabilidade é infinito. Cada processo tem uma função que lhe mapeia os resultados. A título de ilustração foram colocadas nas figuras a seguir, duas funções densidade de probabilidade.



Figura 2.7 - Funções Densidade de Probabilidade Triangular e Quadrada.


Como se pode observar dos gráficos, a área total de todas as funções densidade de probabilidade é igual a 1, visto que P(-(,+( ) = 1. Em outras palavras, se incluirmos todos os eventos do experimento estendendo a faixa da variável do argumento de -( a +(, a probabilidade terá o valor máximo, ou seja, 1. Outro fato importante, é que distribuições como a  triangular e a quadrada possuem apenas uma faixa de eventos  possíveis, fora da qual a probabilidade de ocorrência do evento é zero. Na função da figura 2.6  todos os são possíveis, embora com probabilidade cada vez menor, à medida que o valor da variável se afasta do valor médio da distribuição, ou seja, de seu centro.

2.3.2 Conceitos de Valor Médio e Dispersão:


Quando temos um conjunto de números, resultados de experimentos, sujeitos apenas a erros de caráter estatístico, a média dos resultados é o valor mais próximo do valor verdadeiro. Isto se dá porque os resultados estão sujeitos a fatores aleatórios que, por não ter orientação definida, distribuem os resultados em torno do valor médio, que , por sua vez se situa na faixa de maior probabilidade
.


A forma como os dados se espalham em torno da média nos dá idéia de sua dispersão, ou seja, o quão agrupados esses dados se encontram, ou ainda de outra forma, se a probabilidade de se achar dados afastados da média é comparável com a própria média. Uma dispersão pequena dará resultados com boa repetitividade enquanto que uma dispersão grande nos dará medidas com resultados difusos em relação à média. Um índice óbvio que nos quantifica-se a dispersão seria o desvio médio dos resultados. Todavia, uma distribuição aberta e simétrica em relação à média poderia conduzir a um desvio médio pequeno a despeito da grande dispersão. Isto porque desvio com sinal contrário se anulariam na soma total para a obtenção da média. A opção de usar o módulo do desvio traria complicadores no desenvolvimento analítico das equações. Assim, o desvio adotado é o desvio médio quadrático ou desvio padrão. Seu valor se obtêm da raiz quadrada da média dos quadrados dos desvios. Portanto, é uma soma de quantidades sempre positivas. 

A seguir estão tabeladas relações para a obtenção do valor médio e do desvio padrão a partir de um conjunto de medições, da função probabilidade e da função densidade de probabilidade.

Tabela 2.2 - Relações para obtenção do valor médio e desvio padrão.


VALOR MÉDIO


Medidas
Função Probabilidade
Função Densidade de Probabilidade
















DESVIO MÉDIO QUADRÁTICO


Medidas
Função Probabilidade
Função Densidade de Probabilidade











2.3.3 Justificativa para a Função Gaussiana:


A distribuição gaussiana foi deduzida pela primeira vez por K.F. Gauss em 1795. Outra dedução foi apresentada posteriormente, em 1812, por P. S. Laplace. Existem fundamentos matemáticos que apontam para esta função como a que descreve a distribuição de erros experimentais. Entre esses, está o teorema do limite central que, em sua forma mais geral, afirma que a soma de diversas distribuições de erros converge para uma gaussiana. Em outras palavras, se tivermos uma medida com a contribuição de diversos erros aleatórios associados cada um a uma distribuição qualquer, o erro final, que resulta da soma desses erros, se distribuirá da acordo com uma função gaussiana. Essas deduções matemáticas entretanto, partem de premissas que na pratica só são atendidas parcialmente. Não obstante a isso, como podemos observar na figura 2.6 que nos mostra o seu gráfico, essa função tende, assintoticamente, a zero no infinito. Como conseqüência, todos os valores da variável são eventos possíveis, embora com probabilidade muito pequena. Da experiência prática sabemos que toda medida tem um limite de valores possíveis. Logo, a rigor nenhuma medida que diga respeito a algum fenômeno deve a princípio ter erros com distribuição gaussiana. A despeito disso, a experiência também mostra que, pelo menos em torno da média essa distribuição é uma ótima, senão boa, aproximação na maioria dos casos. Para se agir com completa segurança, deve se interpolar a distribuição gaussiana através do histograma, montado a partir dos dados da medida e observar a concordância deles. Se houver boa congruência, pode-se tomar o valor médio e o desvio padrão de distribuição para obter, a partir deles, o valor da medida e o erro associado, como veremos mais adiante. Entretanto, nem sempre existem valores disponíveis para se montar um histograma preciso que permita uma boa interpolação. Nesses casos, o que se pode fazer é assumir que a distribuição é gaussiana e obter o valor médio e o desvio padrão dos resultados da medida diretamente
 para obter o valor da medida e do erro associado.

2.3.3 Formas de indicar a incerteza:


A incerteza quanto ao valor de uma medida normalmente é especificada em intervalos de confiança ou através de limites de erro. Este é entendido como um intervalo dentro do qual o valor verdadeiro da medida certamente se encontra, enquanto aquele é estabelecido de acordo com a probabilidade que se deseja ter  de que o valor verdadeiro lá se encontre. A partir do conhecimento ou assunção que a distribuição de erros de uma medida é gaussiana pode-se estabelecer intervalos de confiança, para qualquer valor de probabilidade. Entretanto, existem alguns valores de incerteza, já padronizados, que são dados em função do desvio padrão.

Tabela 2.3 - Incertezas em função do desvio padrão.

Nome:
Símbolo:
Cálculo:
Probabilidade:

Erro provável:
(
0,6745((
50%

Incerteza padrão:
(
1((
68.27%

Incerteza expandida:
-
1,64((
90%

Incerteza expandida:
2(
2((
95,45%

Incerteza expandida:
-
2,576((
99%

Incerteza expandida:
3(
3((
99,73%


No caso de distribuições como as da figura 2.7 que apresentam somente um intervalo dentro do qual os valores são possíveis, o limite de erro fica claramente definido. Todavia, no caso de  distribuições como a gaussiana, em que todos os valores são considerados passíveis da ocorrer, o procedimento é considerar as incertezas de maior probabilidade tais como 2( e 3( limite de erro. Embora a probabilidade de 3( seja maior que a de 2(, esta última é a normalmente adotada. Deve ser observado que a gaussiana, é sempre uma aproximação da distribuição real, que normalmente é limitada. Desta forma, a adoção dessas faixas de erro geralmente cairão dentro dos limites em que a distribuição real já se anulou.

2.3.4 Conceito de Exatidão e Precisão:


A exatidão ou acurácia é um conceito qualitativo para descrever quanto o resultado de uma medição é próximo do valor verdadeiro do mensurando. Em outros termos, um valor muito acurado (ou muito exato) é um valor muito próximo do valor verdadeiro, com erro total muito pequeno. 


A precisão é um conceito qualitativo para caracterizar resultados com erros estatísticos pequenos, com pequena dispersão em relação ao valor médio das medidas. Em medições com precisão, obtém-se resultados com boa repetitividade. Entretanto, pode existir um erro sistemático grande de tal forma que a exatidão será ruim a despeito da grande precisão dos resultados.



Figura 2.8 - Figura demonstrativa das relações entre exatidão e precisão.


Na figura 2.8 temos duas distribuições uma em linha cheia que apresenta boa precisão nos resultados e outra em linha pontilhada comum a precisão bastante pequena. Pode-se ver também que, em ambos os casos a exatidão é pequena, com o valor verdadeiro, VV, bastante distante do valor médio, VM. Isto se dá porque existe um erro sistemático grande somado aos erros estatísticos. Deve ser observado que no caso da distribuição em linha cheia, se o erro for eliminado ou minimizado a medida alcançará grande exatidão.  Mas no caso da distribuição pontilhada, a exatidão continuará pequena devido à pouca precisão dos resultados. Como pode ser visto, para ter boa acurácia, é necessário que a precisão seja boa e, ainda, que os erros sistemáticos sejam pequenos. Isto significa que a precisão é uma condição necessária, mas não suficiente, para uma medição com bons resultados.

2.3.5 Procedimento para obtenção da função distribuição de probabilidades:

�Será visto mais adiante o conceito de distribuição de erros. A distribuição de Poisson é uma delas.


�Uma demonstração simplificada desta relação seria:


Temos que a freqüência de ek é N(ek) e a de ei é N(ei).


A freqüência de ek ou ei é N(ek ou ei) = N(ek) + N(ei).


Se ambos os membros da igualdade forem divididos pelo número total, N, de repetições do experimento, teremos a seguinte igualdade de freqüências relativas: F(ek ou ei) = F(ek) + F(ei).


Ao aumentar-se indefinidamente o número de repetições, ter-se -á: P(ek ou ei) = P(ek) + P(ei).


�Nesse cálculo de não se pode ter ek e ei acontecendo, ao mesmo tempo, na experiência.


�Uma demonstração simplificada desta relação seria:


Temos que a freqüência de ocorrência de ek é N(ek) e a freqüência relativa de ei é F(ei).


Desta forma, a cada N(ek) repetições do experimento, teremos ei ocorrendo F(ei).


Então, freqüência de ocorrência de ek e ei é N(ek e ei) = N(ek) ( F(ei). Pois ek acontecendo N(ek) vezes, basta multiplicar por F(ei) para ter, nessas vezes, quantas vezes ei ocorreu..


Se ambos os membros da igualdade forem divididos pelo número total, N, de repetições do experimento, teremos a seguinte igualdade de freqüências relativas: F(ek ou ei) = F(ek) ( F(ei).


Ao aumentar-se indefinidamente o número de repetições, ter-se -á: P(ek ou ei) = P(ek) ( P(ei).


�Vide Figura 2.3.


�Está se tratando de medidas, portanto estão sendo consideradas distribuições monomodais.


�Utilizando as relações da tabela 2.2.
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